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Introduction
 Applications of S.E.M.: econometric, psychology, 

medicin, networks’ simulation, ...
 The solution of a S.E.M. in high performance 

parallel systems is studied.
 The methods analyzed here are ILS and 2SLS.
 Parallel algorithms for shared an distributed 

memory have been developed.
 The methods have been analyzed in different 

parallel systems.
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Simultaneous Equations Models
The scheme of a system with M equations, M 
endogenous variables and k predetermined variables is 
(structural form)

…

These equations can be represented in matrix form 

1 12 2 13 3 1 11 1 1 1... ...t t t M Mt t k kt tY Y Y Y X X uβ β β γ γ= + + + + + + +
2 21 1 23 3 2 21 1 2 2... ...t t t M Mt t k kt tY Y Y Y X X uβ β β γ γ= + + + + + + +

1 1 2 2 3 3 1 1 1 1... ...Mt M t M t M t MM M t M t Mk kt MtY Y Y Y Y X X uβ β β β γ γ− −= + + + + + + + +

0t t tBY X u+G + =
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Simultaneous Equations Models
The structural form can be expressed in reduced 
form

with      and

…

t t tY X v= P +

1B-P = - G 1
t tv B u-= -

1 11 1 1 1...t t k kt tY X X vp p= + + +

1 1 ...Mt M t Mk kt MtY X X vp p= + + +
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Simultaneous Equations Models
Identification problem

 Underidentified >> not solve
 Overidentified >> 2SLS
 Justidentified >> ILS (also 2SLS)

 Order conditions (necessary)
 Range conditions (necessary and 

sufficient)
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OLS (Method)
OLS (Ordinary Least Square) can be used to solve a 

regression model

In matrix form

The expression of the estimator is

The determination coefficient is also calculated

1 1 ...t t n nt tY X X ua a= + + +

Y X ub= +

1ˆ ( )X X X Yb -=
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ILS (Method)
The technique ILS needs 

the equation to be 
exactly identified, which 
means the values of 
structural coefficients can 
be univocally obtained 
from the reduced form

 The models in 
reduced form are 
calculated using OLS

 The structural form is 
calculated from 
reduced models

i iB− Π = Γ
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2SLS (Method)
 OLS can not be used in 

structural form because 
random variable and 
endogenous variables are 
correlated

 Endogenous variables 
are replaced for 
approximations (proxys 
variables)

 The proxy of Y is 
calculated using OLS with 
Y and the exogenous in 
the system.

 When the endogenous 
have been replaced, we 
use OLS with the 
variables of this equation 
(special OLS).
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Parallel Algorithms
 Use of ScaLAPACK
 Two type of parallel systems:

 Shared memory
 Distributed memory

 One equation
 A complete SEM
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OLS (Shared Memory)
 Create X and Y
 Calculate X’X
 Calculate (X’X)1

 Calculate (X’X)1X’
 Calculate (X’X)1X’Y

 ScaLAPACK is used
  (X’X)1X’ is used in 

successive OLS
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ILS for 1 equation 
(Shared Memory)

 ILS is
 A loop to find Pi Matrix
 SolutionILS (create and 

solve a system)
 Make the first iteration (All the 

threads work together)
 Each thread make several 

iterations (N/np), and all of 
them use (X’X)1X’ in OLS (it 
was calculated in the first 
iteration)

 Parallel at low level in 
SolutionILS

Not important time 
when there is a big 
sample size

Use OLS
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ILS for a system 
(Shared Memory)

 ILS in different equations can share the Pi 
matrix

 ILS needs more time to solve the first 
equations (it doesn’t have Pi matrix).

 In a system (with a lot of justidentified 
equations)
 All the threads work to solve the first 

equation
 The rest of the equations are distributed 

between the threads
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2SLS for 1 equation 
(Shared Memory)

 2SLS is
 A loop to find proxys variables
 Special OLS

 Calculate the first proxy (All threads 
working together)

 Each thread calculates several 
proxys, and all of them use (X’X)1X’ 
in OLS (it was calculate in the first 
proxy).

 Parallel at low level in special OLS

Use OLS
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Distributed Memory
 Version 1:
Process 0 sends the data to the other processes.
Each process solves N/np equations.
Each process sends the solutions to process 0.

 Version 2:
All the processes work in the solution of the first equation.
Each process solves N/np equations.
Each process sends the solutions to process 0.



17

Contents
 Introduction
 Simultaneous equations models
 The identification problem
 Methods and algorithms

 OLS
 ILS
 2SLS

 Experimental results
 Conclusions and future works



18

Computer System
 HPC160: 32GFlops, 4 nodes each node with 4 

processors (1Ghz) (OnpenMP algorithms have been 
tested).

 A cluster of ten biprocessors Intel Xeon 2 with SCI 
connection (MPI algorithms have been tested).

 The MPI algorithms have also been tested in 
Marenostrum. Marenostrum compromises 2282 JS20 
compute nodes and 42 p615 servers. Each node has two 
processors at 2.2 Ghz running Linux operating system 
with 4 GB of memory RAM and 40 GB local disk storage.
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ILS time (sequential)

2,57%1,0683426,5411,0408170,87%29,479941,598812100008018002000

4,90%1,0693225,925,65223669,14%15,0788121,80817850008018002000

32,05%1,0722527,470,91892840,22%1,3456773,34563910008018002000

2,26%0,4589834,737,04283562,99%12,7722220,277933100006016001500

5,34%0,4560528,352,42085266,23%5,6551668,53889950006016001500

28,13%0,45832,990,53709938,69%0,6298711,62789910006016001500

2,12%0,1425835,292,37202562,55%4,2040216,720575100004014001000

4,42%0,1425834,091,09958861,43%1,9814083,22552550004014001000

23,96%0,1406237,270,21874638,60%0,2265580,58690310004014001000

1,37%0,0195335,860,51268562,70%0,8964671,4296610000201200500

4,71%0,0195360,940,25292534,12%0,1415990,4150315000201200500

16,26%0,0195346,340,05566337,40%0,0449210,1201151000201200500

%solution ils%Loop%OLSILSdknKN
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ILS parallel

2,394941,76%845,4082,1048247,51%961,91,59554762,67%1268,9252024,62934001400010000

2,354742,47%414,3462,0888447,87%467,081,5930262,77%612,4561975,65448280128007000

2,41641,39%178,2432,1313546,92%202,0491,62426661,57%265,1268430,63632200120005000

2,377742,06%52,8392,0868547,92%60,2031,62721161,45%77,20849125,63448120112003000

2,374542,11%17,4552,0511848,75%20,2061,57949463,31%26,2397341,4454968018002000

2,544139,31%2,66892,207345,30%3,07611,65784560,32%4,0956256,789914014001000

speed%4 thspeedup%3 thspeedup%2 th1hnKN

Sample size = 1000
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Speedup of ILS (one equation) using OpenMP
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2SLS time (sequential)

44,60%27,67037,88%4,8893847,42%29,4193262,037785100008018002000

45,04%13,78687,97%2,4413547,81%14,6363430,61249550008018002000

39,58%1,2079815,71%0,4794945,06%1,3749653,0516810008018002000

43,72%12,10429,19%2,5448646,98%13,0094327,688742100006016001500

43,92%5,276269,13%1,0966647,14%5,66296812,01244650006016001500

37,47%0,5429617,39%0,2519544,74%0,648421,44918110006016001500

42,13%3,9803711,10%1,048846,76%4,4178559,448100004014001000

42,05%1,855439,83%0,4335747,01%2,0741764,41201850004014001000

35,53%0,1845720,11%0,1044944,36%0,2304630,51951810004014001000

42,02%0,8613110,34%0,2119147,31%0,9697012,04975210000201200500

26,54%0,0927731,56%0,1103542,46%0,1484330,34965000201200500

31,78%0,033225,23%0,0263742,99%0,0449210,104491000201200500

%
Special 

OLS%
Rest  of 
proxys%

First 
proxy2LSLdknKN
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2SLS parallel

2,40035841,66%1349,3682,5198539,68%1285,381,7662556,62%1833,8133238,96754001400010000

2,88810334,62%520,4652,5278239,56%594,6461,7970555,65%836,45961503,1566280128007000

3,09774232,28%219,65352,5308639,51%268,8531,8053355,39%376,9001680,42969200120005000

3,14395331,81%61,583362,522439,64%76,75831,7948855,71%107,871193,61516120112003000

3,20461831,20%19,358872,557339,10%24,25911,8220654,88%34,0481862,0377858018002000

3,34891129,86%2,8212162,7307436,62%3,459871,931951,76%4,8905329,4484014001000

Speed
Up%4 th

Speed
up%3 th

Speed
up%2 th1 thnKN

Sample size = 1000
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Speedup of 2SLS (1 equation) using OpenMP

0
0,5

1
1,5

2
2,5

3
3,5

4

1000 2000 3000 5000 7000 10000
2thr 3thr 4thr

Speedup of 2SLS (complete system) using 
OpenMP

0
1
2
3
4
5

1000 2000 3000 5000 7000

2thr 3thr 4thr



25

Distributed Memory (ILS complete 
system using MPI)

53,61553,627,23064,220,74021,213,95984,56,911993,33,523551,92,041971,283270,46000

52,3827,727,61569,720,82079,97,45845,27,06221,63,512332,42,021363,343289,05000

51,9349,126,8675,620,1900,313,51339,06,92622,43,45373,41,99358,918117,84000

51,1130,726,9248,720,1332,213,6492,76,7996,73,41970,52,03387,16680,23000

48,130,725,657,619,874,613,3110,66,8217,53,4432,11,9763,71473,32000

45,71,220,72,616,93,212,14,56,68,23,316,22,027,754,41000

sp64 thsp32 thsp24 thsp16 thsp8 thsp4 thsp2 th1 thN
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Distributed Memory (2SLS 
complete system using MPI)

53,01098,227,92091,020,72811,314,24109,57,08289,93,516844,42,029324,658256,54000

53,1377,427,8720,219,81013,113,41494,46,72983,53,55778,22,09987,220037,03000

52,694,927,7180,320,4245,213,2379,16,9726,43,51415,62,02505,74995,42000

53,67,027,513,821,217,814,326,57,153,23,6106,12,0188,7377,71000

sp64 thsp32 thsp24 thsp16 thsp8 thsp4 thsp2 th1 thN



27

Conclusions and Future works
 Parallelization of 

algorithms for  
Simultaneous 
Equations Models in 
High Performance 
Systems

 Tools will be made 
freely available to the 
scientific community

 Optimize the 
developed methods

 Develop other 
methods (full 
information)

 Application to real 
problems


